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Aplicacoes dos principios aditivo e multiplicativo

Objetivo:

E> Obtencao de uma técnica de contagem para
cada problema (de permutacao, de arranjo, de
combinacao) a partir dos principios aditivo e
multiplicativo (isto €, sem a enumeracao

explicita dos seus elementos).
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Aplicacoes dos principios aditivo e multiplicativo

Importancia:

E> As permutacoes, 0s arranjos e as combinacoes
aparecem na modelagem de problemas
provenientes, principalmente, das seguintes areas:

= probabilidades
= teoria de grafos

= analise de algoritmos
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Aplicacoes dos principios aditivo e multiplicativo

Importancia:

E> As permutacoes, 0s arranjos e as combinacoes
aparecem na modelagem de problemas

provenientes, principalmente, das seguintes areas:
= probabilidades
= teoria de grafos
= analise de algoritmos

Exemplos:

e Algoritmos randomicos (probabilisticos)
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Aplicacoes dos principios aditivo e multiplicativo

Importancia:

E> As permutacoes, 0s arranjos e as combinacoes
aparecem na modelagem de problemas

provenientes, principalmente, das seguintes areas:
= probabilidades
= teoria de grafos
= analise de algoritmos
Exemplos:
e Algoritmos randomicos (probabilisticos)

* Armazenamento de informacoes em banco
de dados nos computadores
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Aplicacoes dos principios aditivo e multiplicativo

Importancia:

E:> As permutacoes, 0s arranjos e as combinacoes
aparecem na modelagem de problemas

provenientes, principalmente, das seguintes areas:
= probabilidades
= teoria de grafos
= analise de algoritmos
Exemplos:
e Algoritmos randomicos (probabilisticos)

* Armazenamento de informacoes em banco
de dados nos computadores

e Analise do comportamento de um algoritmo
através da contagem das suas operacoes.
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Introducao

Kxemplo 1:

(a) Comprei trés canetas de distintas cores: azul, verde e
branca, para dar de presentes a trés amigos, Jodo, Rita e
Luiza.

(b) Comprei mais uma caneta, de cor preta, pois tinha
esquecido do Gabriel.

Em cada caso, de quantas maneiras diferentes eu posso distribui-
las?
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Permutacoes Simples e Circulares

Resolucao:

(a) Joao Rita Luiza
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Permutacoes Simples e Circulares

Resolucao:

(a) Joao Rita Luiza

~verde branca

azul <
N branca

verde
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Permutacoes Simples e Circulares

Resolucao:

(a) Joao Rita Luiza
_— verde —— branca
azul
N branca —— verde
- azul ——— branca
verde <_
branca —— azul
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Permutacoes Simples e Circulares

Resolucao:

(a) Joao Rita Luiza
_— verde —— branca
azul
~~ branca —— verde
_azul —— branca
verde <
branca —— azul
/azul —— verde
branca <
~verde —— azul
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Permutacoes Simples e Circulares

Resolucao:

(a) Joao Rita Luiza
_— verde —— branca
azul
~~ branca —— verde
_azul —— branca
verde <
branca —— azul
/azul —— verde
branca\
verde -—— azul

Numero de
possibilidades: 3 X 2 X 1
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Permutacoes Simples e Circulares

(b) Joao Rita Luiza Gabriel
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Permutacoes Simples e Circulares

(b) J0ao Rita Luiza Gabrriel

preta
verde =—=—— branca

- =  verde
HZU] \-— pr(‘t{l ® 2 = = branca
verde
branca === -

preta

branca
pretia

—

branca
verde
preia

verde
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Permutacoes Simples e Circulares

(b) Joao Rita Luiza Gabriel

-  preta - = = =  bhranca
verde ==—— branca = - - = preta

/ verde branca
aZUI \—— pl‘(‘t{l branca verde
thr(l(n l)l’!‘li\
branca === - preta verde

_ = preta branca
/ azul ®e——— branca preta

. verde branca
vel de \—- preta branca verde
verde preta
branca «=="72 , eta verde
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Permutacoes Simples e Circulares

Gabriel

(b)

Joao

azul

verde

branca

\

\
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Rita

ve l'de -

preta ==
branca === -

\
\

—

azul =——o

- -
- e

preta ==
branca e=—"—-

azul e
preta ==
verde ——"-

Luiza

preta
branca
verde
branca
verde
preta
preta
branca
verde
branca
verde
preta
preta
verde
branca
verde
azul
preta

branca
preta
branca
verde
preia
verde
branca
preta
branca
verde
preia
verde
verde
preta
verde
branca
preia
azul
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Permutacoes Simples e Circulares

Gabriel

(b)

Joao

azul el
\

verde << - -

branca << - -

preta <- - -

Rita
ve rde -.‘_".

preta ==
branca === -

\
\

-

azul =———ro

- -
- e

preta ==
branca e=—"—-

azul =

preta ==
verde ——"-
azul .-:::::::
verde =———
branca e=——m—

Luiza

preta
branca
verde
branca
verde
preta
preta
branca
verde
branca
verde
preta
preta
verde
branca
verde
azul
preta
verde
branca
preta
branca
verde
azul

branca
preta
branca
verde
preia
verde
branca
preta
branca
verde
preia
verde
verde
preta
verde
branca
preta
azul
branca
verde
branca
preta
azul
verde
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Permutacoes Simples e Circulares

Gabriel

(b) J0ao

azul el
\

verde << - -

branca << - -

preta 4

Possibilidades: 4 X
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Rita

Verde -.;.
l)pe(;) - .
branca === -
azul -;
preta «=2 -
branca e=—"—-
azul ==
preta «=Z< -

verde ——="_
azul ——
verde =———
branca e=———

3 X

Luiza

preta
branca
verde
branca
verde
preta
preta
branca
verde
branca
verde
preta
preta
verde
branca
verde
azul
preta
verde
branca
preta
branca
verde
azul

2

branca
preta
branca
verde
preia
verde
branca
preta
branca
verde
preia
verde
verde
preta
verde
branca
preta
azul
branca
verde
branca
preta
azul
verde
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Permutacoes Simples e Circulares
Fatorial de um numero:
E> Definicao

O fatorial de um nimero natural n, denotado por n!
é o produto dos n primeiros nimeros naturais:

n:=nn-1)(n-2)..1
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Permutacoes Simples e Circulares
Fatorial de um numero:
E> Definicao

O fatorial de um nimero natural n, denotado por n!
é o produto dos n primeiros nimeros naturais:

n:=nn-1)(n-2)..1
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Permutacoes Simples e Circulares

Fatorial de um numero:

) Definigao

O fatorial de um nimero natural n, denotado por n!
é o produto dos n primeiros nimeros naturais:

n':=nn-1)(n-2)...1
E>Ilustrag:éo
3!l = 3x2x1
4! = 4 x3x2x1
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Permutacoes Simples e Circulares

Fatorial de um numero:

) Definigao

O fatorial de um nimero natural n, denotado por n!
é o produto dos n primeiros nimeros naturais:

n':=nn-1)(n-2)...1
E>Ilustrag:éo
3!l = 3x2x1
4! = 4 x3x2x1
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Permutacoes Simples e Circulares

Exemplo 2:
Quantos nimeros distintos de 5 algarismos podem se
formar com os digitos 3,5, 7,8e 9 ?
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Permutacoes Simples e Circulares

Exemplo 2:
Quantos nimeros distintos de 5 algarismos podem se
formar com os digitos 3,5,7,8e¢ 9 ?

Resolucao: 3

o OO0 J W

Possibilidades:

P: P2 Ps P4
TT—X\ ///

posicoes dos digitos no numero
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Permutacoes Simples e Circulares

Exemplo 2:
Quantos nimeros distintos de 5 algarismos podem se
formar com os digitos 3,5,7,8e¢ 9 ?

Resolucao: 3

o OO0 J W

Possibilidades:

P: P2 Ps P4
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Permutacoes Simples e Circulares

Exemplo 2:

Quantos nimeros distintos de 5 algarismos podem se
formar com os digitos 3,5,7,8e¢ 9 ?
Resolucao: 3 - 3

5/7

—

7,
S
9
Possibilidades:
P1 P2 Ps P4

\\///

posicoes dos digitos no numero
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Permutacoes Simples e Circulares

Exemplo 2:

Quantos nimeros distintos de 5 algarismos podem se
formar com os digitos 3,5,7,8e¢ 9 ?
Resolucao: 3 - 3

5/7

—

7,
S
9
Possibilidades:
P1 P2 Ps P4

\\///

posicoes dos digitos no numero

Raquel de Souza Francisco Bravo Fundamentos Matematicos para Computacio



Permutacoes Simples e Circulares

Exemplo 2:

Quantos nimeros distintos de 5 algarismos podem se
formar com os digitos 3,5,7,8e¢ 9 ?

Resolucao: 3 3
5 / /
5— 1 =—__8

Possibilidades:

P: P2 Ps P4
TT—X\ ///

posicoes dos digitos no numero
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Permutacoes Simples e Circulares

Exemplo 2:

Quantos nimeros distintos de 5 algarismos podem se
formar com os digitos 3,5,7,8e¢ 9 ?

Resolucao: 3 3
5 / /
5— 1 =—__8

Possibilidades:

P: P2 Ps P4
TT—X\ ///

posicoes dos digitos no numero
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Permutacoes Simples e Circulares

Exemplo 2:

Quantos nimeros distintos de 5 algarismos podem se
formar com os digitos 3,5,7,8e¢ 9 ?

Resolucao: 3 3 3
5 /
s T=—8__3
9
8
9

Possibilidades:

P: P2 Ps P4
TT—X\ ///

posicoes dos digitos no numero
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Permutacoes Simples e Circulares

Exemplo 2:

Quantos nimeros distintos de 5 algarismos podem se
formar com os digitos 3,5,7,8e¢ 9 ?

Resolucao: 3 3 3
5 /
s T=—8__3
9
8
9

Possibilidades:

P: P2 Ps P4
TT—X\ ///

posicoes dos digitos no numero
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Permutacoes Simples e Circulares

Exemplo 2:

Quantos nimeros distintos de 5 algarismos podem se
formar com os digitos 3,5,7,8e¢ 9 ?

Resolucao: 3 3
e e = e p—
. Q g 9 — g
8
9
Possibilidades:
P1 P2 Ps P4

\\///

posicoes dos digitos no numero
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Permutacoes Simples e Circulares

Exemplo 2:

Quantos nimeros distintos de 5 algarismos podem se
formar com os digitos 3,5,7,8¢e 9 7?

Resolucao: 3 3 3
J 5 é\ 7 < g - 3—38
7 T g 8
8
9
Possibilidades: 5 4 3 2 1

P: P2 Ps P4
TT—X\ ///

posi¢oes dos digitos no naumero
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Permutacoes Simples e Circulares

Exemplo 2:

Quantos nimeros distintos de 5 algarismos podem se
formar com os digitos 3,5,7,8¢e 9 7?

Resolucao: 3 3 3
J 5 é\ 7 < g - 3—38
7 T g 8
8
9
Possibilidades: 5 4 3 2 1

P: P2 Ps P4
TT—X\ ///

posi¢oes dos digitos no naumero
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Permutacoes Simples e Circulares

Exemplo 2:

Quantos nimeros distintos de 5 algarismos podem se
formar com os digitos 3,5,7,8¢e 9 7?

Resolucao: 3 3 3
J 5 é\ 7 < g - 3—38
7 T g 8
8
9
Possibilidades: 5 4 3 2 1

= 5!

P: P2 Ps P4
TT—X\ ///

posi¢oes dos digitos no naumero

Resposta: Podem se formar 5! = 120 numeros diferentes de 5 algarismos.
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Permutacoes Simples e Circulares

E> Caracteristicas dos exemplos:

= (s elementos considerados sao diferentes

Raquel de Souza Francisco Bravo Fundamentos Matematicos para Computacio



Permutacoes Simples e Circulares

C> Caracteristicas dos exemplos:

= (s elementos considerados sao diferentes

= (Cada troca de posicao (de ordem) dos elementos

corresponde a uma possibilidade
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Permutacoes Simples e Circulares

C> Caracteristicas dos exemplos:

|

Os elementos considerados sao diferentes

= (Cada troca de posicao (de ordem) dos elementos
corresponde a uma possibilidade

= Na obtencao do numero de possibilidades aplica-se

os principios aditivo e multiplicativo
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Permutacoes Simples

L> Definicao

Dados n objetos distintos, a,, a,, ..., a,, uma

permutacao simples é uma ordenacao desses

elementos.
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Permutacoes Simples

L> Definicao

Dados n objetos distintos, a,, a,, ..., a,, uma

permutacao simples é uma ordenacao desses

elementos.

E:> [lustracgao
Dados os digitos 3,5, 7,8 e 9,

87539 é uma permutacao simples de 3, 5, 7, 8, 9.
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Permutacoes Simples

Numero de permutacoes simples:
E> Problema

Dados n elementos distintos, a,, a,, ..., a

n?

encontrar o numero de permutacoes simples
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Permutacoes Simples

Numero de permutacoes simples:

E> Problema

Dados n elementos distintos, a,, a,, ..., a

n?

encontrar o numero de permutacoes simples

E> Propriedade

O numero de permutacoes simples de n elementos

distintos, denominado P_, é dado por:

n?

P,=n!=n(n-1) ... 1
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Permutacoes Simples

Exemplo 3:
Varios amigos combinaram passar o dia no clube.
Planejaram ir para a piscina, fazer um churrasco e

jogar volei. De quantas maneiras diferentes podem
programar essas atividades?
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Permutacoes Simples

Exemplo 3:

Varios amigos combinaram passar o dia no clube.
Planejaram ir para a piscina, fazer um churrasco e

jogar volei. De quantas maneiras diferentes podem
programar essas atividades?

Resolucao:

elementos:  p(piscina) c (churrasco) v (volei)
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Permutacoes Simples

Exemplo 3:

Varios amigos combinaram passar o dia no clube.
Planejaram ir para a piscina, fazer um churrasco e

jogar volei. De quantas maneiras diferentes podem
programar essas atividades?

Resolucao:
elementos:  p(piscina) c (churrasco) v (volei)
numero de programas possiveis: P, =3!=6
Resposta:

Eles podem programar as atividades planejadas
de 6 maneiras diferentes.
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Permutacoes Simples

Exemplo 4:
Quantos numeros distintos de 5 algarismos podem

se formar com os digitos 0,5,7,8¢9?
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Permutacoes Simples

Exemplo 4:
Quantos numeros distintos de 5 algarismos podem

se formar com os digitos 0,5,7,8¢9?

> Lembremos que algarismo é cada um dos simbolos
usados na representacao de um numero no sistema
decimal de numeracao.
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Permutacoes Simples

Exemplo 4:
Quantos numeros distintos de 5 algarismos podem

se formar com os digitos 0,5,7,8¢9?

i) Lembremos que algarismo é cada um dos simbolos
usados na representacao de um numero no sistema
decimal de numeracao.
= [lustracao:

57809 — 5.10"+ 7.10° + 8.10° + 0.10' + 9. 10"
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Permutacoes Simples

Exemplo 4:
Quantos numeros distintos de 5 algarismos podem

se formar com os digitos 0,5,7,8¢9?

C> Lembremos que algarismo é cada um dos simbolos
usados na representacao de um nimero no sistema
decimal de numeracao.
= [lustracao:

57809 — 5.10"+ 7.10° + 8.10° + 0.10' + 9. 10’

05789 é uma ordenacao de 5 digitos que nao corresponde a
representacao no sistema decimal
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Permutacoes Simples

Exemplo 4:
Quantos numeros distintos de 5 algarismos podem

se formar com os digitos 0,5,7,8¢9?

E> Lembremos que algarismo é cada um dos simbolos
usados na representacao de um nimero no sistema
decimal de numeracao.

= Jlustracao:

57809 — 5.10" + 7.10° + 8.10° + 0.10" + 9. 10"

05789 é uma ordenacao de 5 digitos que nao corresponde a
representacao no sistema decimal
5789 corresponde a representacao no sistema decimal

Raquel de Souza Francisco Bravo Fundamentos Matematicos para Computacio



Permutacoes Simples

Exemplo 4:
Quantos numeros distintos de 5 algarismos podem

se formar com os digitos 0,5,7,8¢9?

C> Lembremos que algarismo é cada um dos simbolos
usados na representacao de um nimero no sistema
decimal de numeracao.
= Jlustracao:

57809 — 5.10"+ 7.10° + 8.10° + 0.10' + 9. 10"

05789 é uma ordenacao de 5 digitos que nao corresponde a
representacao no sistema decimal
5789 corresponde a representacao no sistema decimal

E> Conclusao:

Os numeros de 5 algarismos nao iniciam com 0.
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Permutacoes Simples

Exemplo 4 (resolucao):
Raciocinio 1:

digitos do problema: 0,5, 7, 8,9
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Permutacoes Simples

Exemplo 4 (resolucao):
Raciocinio 1:

digitos do problema: 0,5, 7, 8,9

P
Possibilidades %_x/ = = —— >~ =4 . 4' =96

N b/

posicoes dos digitos
no numero
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Permutacoes Simples

Exemplo 4 (resolucao):
Raciocinio 1:

digitos do problema: 0,5, 7, 8,9

P
Possibilidades %_x/ = = =4 4! =96

N s

posicoes dos digitos
no numero

I/

- Na primeira posicdo temos 4 possibilidades (excluimos o 0)

- Nas posicoes restantes temos 4 posicoes para 4 digitos incluindo o 0,
ou seja, P, possibilidades
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Permutacoes Simples

Exemplo 4 (resolucao):
Raciocinio 1:

digitos do problema: 0,5, 7, 8,9

P
Possibilidades %_x/ = = =4 4! =96

N o/

posicoes dos digitos
no numero

I/

- Na primeira posiciao temos 4 possibilidades (excluimos o 0)

- Nas posicoes restantes temos 4 posicoes para 4 digitos incluindo o 0,
ou seja, P, possibilidades
Resposta: Podem se formar 96 nimeros diferentes de
5 algarismos com 0, 5, 7, 8 e 9.
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Permutacoes Simples

Exemplo 4 (raciocinio 2):

Usamos o conceito de complemento.
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Permutacoes Simples

Exemplo 4 (raciocinio 2):
Usamos o conceito de complemento.

U: conjunto universo := conjunto das ordenacoes de 5 digitos
formados com 0, 5, 7, 8 € 9 sem repetigao (05798 € U)
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Permutacoes Simples

Exemplo 4 (raciocinio 2):
Usamos o conceito de complemento.

U: conjunto universo := conjunto das ordenacoes de 5 digitos
formados com 0, 5, 7, 8 € 9 sem repetigao (05798 € U)

A := conjunto dos nimeros de 5 algarismos formados com 0, 5, 7, 8
¢ 9 = conjunto dos elementos de U que ndo iniciam com O.
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Permutacoes Simples

Exemplo 4 (raciocinio 2):
Usamos o conceito de complemento.

U: conjunto universo := conjunto das ordenacoes de 5 digitos
formados com 0, 5, 7, 8 € 9 sem repetigao (05798 € U)

A := conjunto dos nimeros de 5 algarismos formados com 0, 5, 7, 8
¢ 9 = conjunto dos elementos de U que ndo iniciam com O.

B = conjunto dos elementos de U que iniciam com 0.
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Permutacoes Simples

Exemplo 4 (raciocinio 2):
Usamos o conceito de complemento.

U: conjunto universo := conjunto das ordenacoes de 5 digitos
formados com 0, 5, 7, 8 € 9 sem repetigao (05798 € U)

A := conjunto dos nimeros de 5 algarismos formados com 0, 5, 7, 8
¢ 9 = conjunto dos elementos de U que ndo iniciam com O.

B = conjunto dos elementos de U que iniciam com 0.
A=U-B
nimero de possibilidades = |A| = |U| - |B|
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Permutacoes Simples

Exemplo 4 (raciocinio 2):
Usamos o conceito de complemento.

U: conjunto universo := conjunto das ordenacoes de 5 digitos
formados com 0, 5, 7, 8 € 9 sem repetigao (05798 € U)

A := conjunto dos nimeros de 5 algarismos formados com 0, 5, 7, 8
¢ 9 = conjunto dos elementos de U que ndo iniciam com O.

B = conjunto dos elementos de U que iniciam com 0.

:A =U-B

_nimero de possibilidades = |A| = |U| - |B|
/lul=P; , [B|=P,

_numero de possibilidades = P, - P, = 5! -4! = 96
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Permutacoes Simples

Exemplo 4 (raciocinio 2):
Usamos o conceito de complemento.

U: conjunto universo := conjunto das ordenacoes de 5 digitos
formados com 0, 5, 7, 8 € 9 sem repetigao (05798 € U)

A := conjunto dos nimeros de 5 algarismos formados com 0, 5, 7, 8
¢ 9 = conjunto dos elementos de U que ndo iniciam com O.

B = conjunto dos elementos de U que iniciam com 0.
‘A=U-B
_numero de possibilidades
~

[U|=P; , [B|]=P,
.numero de possibilidades = P,

A = U] - [B]

-—P, = 5! -4 = 96
Observacao: 5!—-4! = 54!-4! = (56 -1)4! = 4.4!
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Permutacoes Simples

Exemplo 5:
Nove amigos assistem a um show, com lugares
marcados consecutivos. As mulheres (quatro) se
sentam todas juntas e os homens também. De
quantas maneiras diferentes podem se sentar?
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Permutacoes Simples

Exemplo 5:
Nove amigos assistem a um show, com lugares
marcados consecutivos. As mulheres (quatro) se
sentam todas juntas e os homens também. De
quantas maneiras diferentes podem se sentar?

Resolucao: mulheres M, , M,,M,. M
homens H,,H,,H;.H,,H,
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Permutacoes Simples

Exemplo 5:
Nove amigos assistem a um show, com lugares
marcados consecutivos. As mulheres (quatro) se

sentam todas juntas e os homens também. De
quantas maneiras diferentes podem se sentar?

Resolucao: mulheres M, , M,,M,. M
homens H,,H,,H;.H,,H,

Algumas possibilidades: M, , M,, M,.M,,H,,H,,H, . H,, H;
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Permutacoes Simples

Exemplo 5:
Nove amigos assistem a um show, com lugares
marcados consecutivos. As mulheres (quatro) se

sentam todas juntas e os homens também. De
quantas maneiras diferentes podem se sentar?

Resolucao: mulheres M, , M,, M.. M
homens H,,H,,H;.H,,H,
Algumas possibilidades: M, , M,, M,.M,,H,,H,,H, . H,, H;
H,,H,,H,.H,,H,,M,,M,, M,. M
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Permutacoes Simples

Exemplo 5:
Nove amigos assistem a um show, com lugares
marcados consecutivos. As mulheres (quatro) se
sentam todas juntas e os homens também. De
quantas maneiras diferentes podem se sentar?

Resolucao: mulheres M, , M,,M,. M
homens H,,H,,H;.H,,H,
Algumas possibilidades: M, , M,, M,.M,,H,,H,,H, . H,, H;
H,,H,,H,.H,,H,,M,,M,, M,. M
Numero de possibilidades: 2P, P. =2 .4!. 5! =5760
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Permutacoes Simples

Exemplo 5:
Nove amigos assistem a um show, com lugares
marcados consecutivos. As mulheres (quatro) se
sentam todas juntas e os homens também. De
quantas maneiras diferentes podem se sentar?

Resolucao: mulheres M, , M,,M,. M
homens H,,H,,H;.H,,H,

Algumas possibilidades: M, , M,, M,.M,,H,,H,,H, . H,, H;
H,,H,,H,.H,,H,,M,, M,,M,. M
Numero de possibilidades: 2P, P. =2 .4!. 5! =5760

Resposta: Podem se sentar de 5760 maneiras diferentes.
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Permutacoes Simples

Exemplo 6:

De quantos modos 4 rapazes ¢ 4 moc¢as podem se sentar em 4
bancos de 2 lugares cada um, de modo que em cada banco
fiquem 1 rapaz e 1 mocga?
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Permutacoes Simples

Exemplo 6:

De quantos modos 4 rapazes ¢ 4 moc¢as podem se sentar em 4
bancos de 2 lugares cada um, de modo que em cada banco
fiquem 1 rapaz e 1 mocga?

Resolucao:

(bancos
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Permutacoes Simples

Exemplo 6:

De quantos modos 4 rapazes ¢ 4 moc¢as podem se sentar em 4
bancos de 2 lugares cada um, de modo que em cada banco
fiquem 1 rapaz e 1 mocga?

Resolucao:

t ¢ }

(bancos

I moca pode escolher seu lugar de 8 modos
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Permutacoes Simples

Exemplo 6:

De quantos modos 4 rapazes ¢ 4 moc¢as podem se sentar em 4
bancos de 2 lugares cada um, de modo que em cada banco
fiquem 1 rapaz e 1 mocga?

Resolucao:

+ ¢ ¢

(bancos
I moca pode escolher seu lugar de 8 modos

2 moca pode escolher seu lugar de 6 modos
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Permutacoes Simples

Exemplo 6:

De quantos modos 4 rapazes ¢ 4 moc¢as podem se sentar em 4
bancos de 2 lugares cada um, de modo que em cada banco
fiquem 1 rapaz e 1 mocga?

Resolucao:

+ ¢ ¢

(bancos
I moca pode escolher seu lugar de 8 modos

2 moca pode escolher seu lugar de 6 modos

2.
)

3 moca pode escolher seu lugar de4 modos

Raquel de Souza Francisco Bravo Fundamentos Matematicos para Computacio



Permutacoes Simples

Exemplo 6:

De quantos modos 4 rapazes ¢ 4 moc¢as podem se sentar em 4
bancos de 2 lugares cada um, de modo que em cada banco
fiquem 1 rapaz e 1 mocga?

Resolucao:

t t ¢

(bancos
I moca pode escolher seu lugar de 8 modos

2 moca pode escolher seu lugar de 6 modos

2
)

3 moca pode escolher seu lugar de4 modos

4 moca pode escolher seu lugar de2 modos
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Permutacoes Simples

Exemplo 6 (continuacao):

Considere uma colocacao das mocas.

. . . . . . . .
' | | |
W/ () / W/
| | | |
| | | |
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Permutacoes Simples

Exemplo 6 (continuacao):

Considere uma colocacao das mocas.

1

Para cada colocacao das mocas, os mocos sentam de P,
maneiras diferentes nos 4 lugares restantes.
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Permutacoes Simples

Exemplo 6 (continuacao):

Considere uma colocacao das mocas.

Para cada colocacao das mocas, os mocos sentam de P,

maneiras diferentes nos 4 lugares restantes.

Numero total de possibilidades: 5.6 .4 .2 .4!=9216

Raquel de Souza Francisco Bravo Fundamentos Matematicos para Computacio



Permutacoes Simples

Exemplo 6 (continuacao):

Considere uma colocacao das mocas.

Para cada colocacao das mocas, os mocos sentam de P,

maneiras diferentes nos 4 lugares restantes.

Numero total de possibilidades: 5.6 .4 .2 .4!=9216

Resposta: Podem se sentar de 9216 maneiras diferentes.
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Permutacoes Simples

Exemplo 6 (continuacao):

Considere uma colocacao das mocas.

Para cada colocacao das mocas, os mocos sentam de P,

maneiras diferentes nos 4 lugares restantes.

Numero total de possibilidades: 5.6 .4 .2 .4!=9216

Resposta: Podem se sentar de 9216 maneiras diferentes.

= QObservacao: A resposta nao muda se analisarmos

primeiro os rapazes (8.6 .4 . 2 modos)
e depois as mocas (4!)
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Permutacoes Simples

Exemplo 7:

Quantos anagramas podem ser formados com a
palavra VIRUS?
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Permutacoes Simples

Exemplo 7:

Quantos anagramas podem ser formados com a
palavra VIRUS?

Resolucao:

e | anagrama de VIRUS: 1 transposicao das letras de
VIRUS (permutagao das letras de VIRUS)
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Permutacoes Simples

Exemplo 7:

Quantos anagramas podem ser formados com a
palavra VIRUS?

Resolucao:

e | anagrama de VIRUS: 1 transposicao das letras de
VIRUS (permutagao das letras de VIRUS)

e VIRUS tem letras distintas
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Permutacoes Simples

Exemplo 7:

Quantos anagramas podem ser formados com a
palavra VIRUS?

Resolucao:

e | anagrama de VIRUS: 1 transposicao das letras de
VIRUS (permutagao das letras de VIRUS)

e VIRUS tem letras distintas

e n: numero de letras da palavra VIRUS = 5
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Permutacoes Simples

Exemplo 7:

Quantos anagramas podem ser formados com a
palavra VIRUS?

Resolucao:

e | anagrama de VIRUS: 1 transposicao das letras de
VIRUS (permutagao das letras de VIRUS)

e VIRUS tem letras distintas
e n: numero de letras da palavra VIRUS = 5

Resposta:

A partir da palavra VIRUS podem ser formados
P, = 5! = 120 anagramas.
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Permutacoes Simples

Exemplo 8:

Quantos anagramas da palavra VIRUS comecam e
terminam em consoante?
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Permutacoes Simples

Exemplo 8:

Quantos anagramas da palavra VIRUS comecam e
terminam em consoante?

Resolucao:

P —lT Ps ps 5
N | )

posicao das letras em um anag1 ama

Raquel de Souza Francisco Bravo Fundamentos Matematicos para Computacio



Permutacoes Simples

Exemplo 8:
Quantos anagramas da palavra VIRUS comecam e
terminam em consoante?

Resolucao:

P —lT Ps ps 5
N | )

posicao das letras em um anag1 ama
consoantes de VIRUS: V, R, S
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Permutacoes Simples

Exemplo 8:
Quantos anagramas da palavra VIRUS comecam e
terminam em consoante?

Resolucao:

P —ET P Ps 5
N | /P

posicao das letras em um anag1 ama

consoantes de VIRUS: V. R, S
Ordem da analise das possibilidades:
1') possibilidades para a posicao p,
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Permutacoes Simples

Exemplo 8:

Quantos anagramas da palavra VIRUS comecam e
terminam em consoante?

Resolucao:

P —ET P Ps 5
N | /P

posicao das letras em um anag1 ama

consoantes de VIRUS: V. R, S
Ordem da analise das possibilidades:
1') possibilidades para a posicao p,
2°) possibilidades para a posicao P
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Permutacoes Simples

Exemplo 8:

Quantos anagramas da palavra VIRUS comecam e
terminam em consoante?

Resolucao:

P _lT P pt 5
N | /p

posicao das letras em um anag1 ama
consoantes de VIRUS: V, R, S
Ordem da analise das possibilidades:
1') possibilidades para a posicao p,
2°) possibilidades para a posicao P
3) possibilidades para as posicoes p,, ps, Ps
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Permutacoes Simples

Exemplo 8:

Quantos anagramas da palavra VIRUS comecam e
terminam em consoante?

Resolucao:

P _lT P pt 5
N | /p

posicao das letras em um anag1 ama
consoantes de VIRUS: V, R, S
Ordem da analise das possibilidades:
1') possibilidades para a posicao p, =3
2°) possibilidades para a posicao P
3) possibilidades para as posicoes p,, ps, Ps
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Permutacoes Simples

Exemplo 8:

Quantos anagramas da palavra VIRUS comecam e
terminam em consoante?

Resolucao:

P _lT P pt 5
N | /p

posicao das letras em um anag1 ama
consoantes de VIRUS: V, R, S
Ordem da analise das possibilidades:
1') possibilidades para a posicao p, =3
2°) possibilidades para a posicao P: =2
3) possibilidades para as posicoes p,, ps, Ps
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Permutacoes Simples

Exemplo 8:

Quantos anagramas da palavra VIRUS comecam e
terminam em consoante?

Resolucao:

P _lT P pt 5
N | /p

posicao das letras em um anag1 ama
consoantes de VIRUS: V, R, S
Ordem da analise das possibilidades:
1') possibilidades para a posicao p,=3
2°) possibilidades para a posicéo P: =2
3') possibilidades para as posicoes p,, Ps, P; =P, = 3!
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Permutacoes Simples

Exemplo 8:

Quantos anagramas da palavra VIRUS comecam e
terminam em consoante?

Resolucao:
3 X ' X 2

J
N

S /‘p. s p,
~. | /p

posicao das letras em um anag1 ama

consoantes de VIRUS: V, R, S
Ordem da analise das possibilidades:
1') possibilidades para a posicao p, =3

——

2°) possibilidades para a posicéo P: =2
3') possibilidades para as posicoes p,, Ps, P; =P, = 3!
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Permutacoes Simples

Exemplo 8 (continuacao):

Resposta: da palavra VIRUS podem ser formados
3.2.3! = 36 anagramas que comecam e
terminam em consoante.
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Permutacoes Simples

Exemplo 9:
Ana, Luis e Fernando sentam-se juntos na aula de

monitoria do curso de informatica. De quantas
maneiras diferentes podem se sentar, se:

(1) as cadeiras estao numa mesma fila

(2) as cadeiras formam um triangulo e estao numeradas.

(3) as cadeiras formam um tridngulo e o que interessa ¢ a posi¢io
de cada pessoa em relacao as outras duas.
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Permutacoes Simples

Exemplo 9:
Ana, Luis e Fernando sentam-se juntos na aula de

monitoria do curso de informatica. De quantas
maneiras diferentes podem se sentar, se:

(1) as cadeiras estio numa mesma fila O @ @3
(2) as cadeiras formam um triangulo e estao numeradas.

(3) as cadeiras formam um tridngulo e o que interessa ¢ a posi¢do
de cada pessoa em relacao as outras duas.

Raquel de Souza Francisco Bravo Fundamentos Matematicos para Computacio



Permutacoes Simples

Exemplo 9:
Ana, Luis e Fernando sentam-se juntos na aula de
monitoria do curso de informatica. De quantas
maneiras diferentes podem se sentar, se:

(1) as cadeiras estao numa mesma fila OEONE)

(2) as cadeiras formam um triangulo e estao numeradas.

@
@ @

(3) as cadeiras formam um tridngulo e o que interessa ¢ a posi¢do
de cada pessoa em relacao as outras duas.
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Permutacoes Simples

Exemplo 9:
Ana, Luis e Fernando sentam-se juntos na aula de

monitoria do curso de informatica. De quantas
maneiras diferentes podem se sentar, se:

(1) as cadeiras estao numa mesma fila OEONE)
(2) as cadeiras formam um triangulo e¢ estio numeradas.

@
@ @

(3) as cadeiras formam um tridngulo e o que interessa ¢ a posi¢do
de cada pessoa em relacao as outras duas.

= Jlustracao: A K L
L F A L F A

mesma possibilidade
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Permutacoes Simples

Exemplo 9 (primeira parte):

Ana, Luis e Fernando sentam-se juntos na aula de
monitoria do curso de informatica. De quantas

maneiras diferentes podem-se sentar, se:

(1) as cadeiras estao numa mesma fila @ @ @
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Permutacoes Simples

Exemplo 9 (primeira parte):

Ana, Luis e Fernando sentam-se juntos na aula de
monitoria do curso de informatica. De quantas
maneiras diferentes podem-se sentar, se:

(1) as cadeiras estdo numa mesma fila @O @ 3
Resolucao:
Numero de possibilidades: P;=3!=6

Resposta:  Eles podem se sentar numa fila de

6 maneiras distintas
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Permutacoes Simples

Exemplo 9 (segunda parte):
Ana, Luis e Fernando sentam-se juntos na aula de
monitoria do curso de informatica. De quantas
maneiras diferentes podem se sentar, se:
(2) as cadeiras formam um triangulo e estao

numerados @

@ @
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Permutacoes Simples

Exemplo 9 (segunda parte):
Ana, Luis e Fernando sentam-se juntos na aula de

monitoria do curso de informatica. De quantas
maneiras diferentes podem se sentar, se:

(2) as cadeiras formam um triangulo e estao

numerados @@@
Resolucao: Importa a cadeira em que estao sentados:

- Tlustracdo: A F L
L F A L F A

possibilidades diferentes
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Permutacoes Simples

Exemplo 9 (segunda parte):
Ana, Luis e Fernando sentam-se juntos na aula de

monitoria do curso de informatica. De quantas
maneiras diferentes podem se sentar, se:

(2) as cadeiras formam um triangulo e estao

numerados @
@ ®

Resolucao: Importa a cadeira em que estao sentados:

- Tlustracdo: A F L
L F A L F A

\ /

possibilidades diferentes
Resposta: Eles podem se sentar nos lugares

numerados de 6 maneiras distintas
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Permutacoes Simples ‘

Exemplo 9 (terceira parte):
Ana, Luis e fernando sentam-se juntos na aula de monitoria do curso de
informatica. De quantas maneiras diferentes podem se sentar, se:

(3) as cadeiras formam um tridngulo e o que interessa € a posicdo de cada
pessoa em relagao as outras duas

A L F correspondem
F L A F L A

> uma possibilidade
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Permutacoes Simples ‘

Exemplo 9 (terceira parte):
Ana, Luis e fernando sentam-se juntos na aula de monitoria do curso de
informatica. De quantas maneiras diferentes podem se sentar, se:

(3) as cadeiras formam um tridngulo e o que interessa € a posicdo de cada
pessoa em relagao as outras duas

A L F correspondem
F L A F L A

> uma possibilidade
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Permutacoes Simples ‘

Exemplo 9 (terceira parte):
Ana, Luis e fernando sentam-se juntos na aula de monitoria do curso de
informatica. De quantas maneiras diferentes podem se sentar, se:

(3) as cadeiras formam um tridngulo e o que interessa € a posicdo de cada
pessoa em relagao as outras duas

A L F correspondem

> uma possibilidade
F L A F L A

Resolucao:

3 permutacoes de A, LeF —— 1 possibilidade
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Permutacoes Simples |

Exemplo 9 (terceira parte):
Ana, Luis e fernando sentam-se juntos na aula de monitoria do curso de
informatica. De quantas maneiras diferentes podem se sentar, se:

(3) as cadeiras formam um tridangulo e o que interessa ¢ a posicdo de cada
pessoa em relagao as outras duas

A L F correspondem

- uma possibilidade
F L A F L A

Resolucao:
3 permutacoes de A, Le F ——— 1 possibilidade
P; permutacoes de A, Le F — P; possibilidades
3
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Permutacoes Simples |

Exemplo 9 (terceira parte):
Ana, Luis e fernando sentam-se juntos na aula de monitoria do curso de
informatica. De quantas maneiras diferentes podem se sentar, se:

(3) as cadeiras formam um tridangulo e o que interessa ¢ a posicdo de cada
pessoa em relagao as outras duas

A L F correspondem
F L A F L A

- uma possibilidade

Resolucao:
3 permutacoes de A, Le F —— 1 possibilidade

P; permutacoes de A, Le F — P; possibilidades
3
Resposta:
A quantidade de posicoes diferentes é 3! _ 3 -;—- _ 9
3 :
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Permutacoes Circulares

Permutacao circular:

C> Definicao

Dados n objetos distintos, a,, a,, ... , a,, uma

permutacao circular é uma ordenacao onde o que

importa é a posicao relativa dos objetos.
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Permutacoes Circulares

Permutacao circular:

C> Definicao

Dados n objetos distintos, a,, a,, ... , a,, uma

permutacao circular é uma ordenacao onde o que

importa é a posicao relativa dos objetos.

E> [lustracao

correspondem a mesma permutacao circular
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Permutacoes Circulares

C> Observacao

Duas permutacoes circulares sao iguais quando
uma pode ser obtida da outra por uma rotacao.
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Permutacoes Circulares

C> Observacao

Duas permutacoes circulares sao iguais quando
uma pode ser obtida da outra por uma rotacao.

C> [lustracao

1 2 4 1 3 4 2 3
4 3 3 2 2 1 | 4

original
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Permutacoes Circulares

Numero de permutacoes circulares:

C> Problema

Dados n elementos distintos, a,, a., ..., a,.

encontrar o nimero de permutacoes circulares
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Permutacoes Circulares

Numero de permutacoes circulares:

E> Problema

Dados n elementos distintos, a,, a., ..., a,.

encontrar o numero de permutacoes circulares

C> Propriedade

O nimero de permutacoes circulares de n objetos

distintos, denominado (PC), , é dado por:

(PC), = Pn _ 0! _ (n-1)
n n
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Permutacoes Circulares

Numero de permutacoes circulares:

C> Problema

Dados n elementos distintos, a,, a., ..., a,.

encontrar o nimero de permutacoes circulares

C> Propriedade

O nimero de permutacoes circulares de n objetos

distintos, denominado (PC), , é dado por:
(PC), = Pn _ 0! _ (n-1)
n n
C> [lustracao
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Permutacoes Circulares

Exemplo 10:

Quantas rodas de ciranda podem ser formadas com 5

criancas?
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Permutacoes Circulares

Exemplo 10:

Quantas rodas de ciranda podem ser formadas com 5

criancas?

criancas: 1, 2, 3, 4,
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Permutacoes Circulares

Exemplo 10:

Quantas rodas de ciranda podem ser formadas com 5

criancas?

criancas: 1234
AN TN N N 3/11
(3\/'2 N—3 (1‘\_/) \/’1) S‘\_/

1234
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Permutacoes Circulares

KExemplo 10 (continuacao):

Resolucao:

12345)
23 1
3 1 2 5 permutacoes 1 permutacao
123 simples circular
1234
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Permutacoes Circulares

KExemplo 10 (continuacao):

Resolucao:

12345)
23 1
3 1 2 » permutacoes 1 permutacao
123 e circular
1234

5 permutacoes simples —— 1 permutacao circular
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Permutacoes Circulares

KExemplo 10 (continuacao):

Resolucao:

12345)
23 1
3 1 2 5 permutacoes 1 permutacao
123 simples circular
1234

5 permutacoes simples —— 1 permutacao circular

total de permutacoes, P, — Ps = (PC).
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Permutacoes Circulares

KExemplo 10 (continuacao):

Resolucao:

12345)
23 1
3 1 2 5 permutacoes 1 permutacao
123 simples circular
1234
5 permutacoes simples —— 1 permutacao circular
. P.
total de permutacoes, P, —— — = (PC);
) !
Ps 5 _41-4.3.2.1=24
5 5
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Permutacoes Circulares

Exemplo 10 (continuacao):

Resolucao:
12345)
23 1
3 1 2 5 permutacoes 1 permutacao
123 simples circular
1234
5 permutacoes simples ——— 1 permutacao circular
. P.
total de permutacoes, P, —— — = (PC);
_ !
Dy o2 _41-4.3.2.1=24
5 5
Resposta:

Podem ser formadas 24 rodas diferentes de ciranda
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Permutacoes Circulares

Exemplo 11:

De quantas maneiras é possivel formar uma roda de
ciranda com 6 criancas, c,, C,, Cs, C,, C- € ¢ de modo que

¢, e ¢, nao fiquem juntas?
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Permutacoes Circulares

Exemplo 11:

De quantas maneiras é possivel formar uma roda de
ciranda com 6 criancas, c,, C,, Cs, C4, Cs € C; de modo que

¢, e ¢, nao fiquem juntas?
Resolucao:
Primeira etapa
Considere c;, ¢4, C5, ¢s. Podem se formar

(PC), = (4-1)! = 3! = 6
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Permutacoes Circulares

Exemplo 11 (segunda etapa):

Para cada roda formada porc., ¢, ¢, c. tem-se

4 maneiras de se colocar c,
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Permutacoes Circulares

Exemplo 11 (analise final):

°
.
¢ ./.
¢ . °
° \.
.
°
°
(PC), =6 4 3
primeira segunda terceira
etapa etapa etapa
(cs, 4, Cs5, C5) (inclusao de c,) (inclusao de ¢.)
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Permutacoes Circulares

Exemplo 11 (analise final):

°
°
¢ ./.
* . .
® \.
°
.
°
(PC), =6 4 3
primeira segunda terceira
etapa etapa etapa
(cs, 4, Cs5, C5) (inclusao de c,) (inclusao de ¢.)

Resposta:
Podem ser formadas 6 .4 . 3 = 72 rodas diferentes
de modo que ¢, e ¢, nao fiquem juntas.
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